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1. 微分ゲームにおける主要戦略
我々は政策決定の主体が二人である場合について動学的ゲームの解を求め，
それらが時間整合的であるように調整することを試みる。二主体に限定するの
は計算の簡単化のためと，経済問題では二主体間のゲームが多いためであり，
分析結果を多数主体へ拡大することは容易であろう。また本稿では時間を連続
的に扱う微分ゲームについて考察する（離散時間動学ゲームは村田 (1985)が詳論し
ている）。
先ず微分ゲームのナッシュ戦略について概説しよう I)o X(f)を第 t時点の
＊本稿は関西大学学術研究（テーマ：「寡占経済戦略の動学ゲーム論的分析」）助成基金に
よる助成を受けた成果の一部分である。また第8節の数値例における三次方程式の根の
計算は本学吉田達雄助教授に負う。ここに謝意を表したい。
1) Cruz(1975)を参照。
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状態変数とし，
ぇ(t)= f(x(t), U1 (t), ui(t), t) (1) 
の微分方程式がその進行を定める。ここにえは Xの変化率， u;(i=l,2)は
各主体の制御変数を示し， fは既知の関数である。経済学の問題での fの形態
は
え(t)=ax(t) +b1u1 (t) +b必 (t) (1') 
の一次式で与えられることが多い2)。各主体は(1)の状態式と相手方に関する情
報に基づいて，自己の制御変数を決定する戦略を考えるが，その基準は自己の
異時点間損失を全期間にわたって極小化することである。例えば初期時点 0か
ら最終時点 Tまでの第 i主体の異時点間損失関数(intertemporalloss function) 
を
L;=化(u,(t) +u2(t))2 e―P'dt (i= 1, 2) 
゜
(2) 
として叫その損失関数に対する第 i主体の戦略を
U;=V; (i=l, 2) (3) 
とすると， L,は次のように表現される。
L,=Lh1, 12) (i=l, 2) (4) 
各主体の持つ情報が (1)式と (2)式に限られる場合に，もし可能なあらゆる戦略
附， lzに対して
Li伍*,lz*):0: ム（巧， lz*)
Lz伍*,12*):0:L2伍*,lz) 
(5a) 
(5b) 
とするような一組の戦略 1,1*,ゲが存在すれば， これをナッシュ均衡戦略の
組と呼ぶ。各主体による戦略決定に際して，現時点の状態変数の情報を追加的
に得ると， x(t)が相手の戦略に直接的に影響する関係を考慮することになり，
かくして 1, と 12がぉ(t)に依存する形のナッシュ均衡戦略をクローズド・
Jレープのナッシュ戦略と言う。巧と厄が必(t)に依存しない時に (5a)・(5b)
2) (1')式の説明は次節を参照。
3) (2)式の説明は次節を参照。
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を充たすが，ゲはオープン・ループのナッシュ戦略と呼ばれ，それは時間
tにのみ依存する制御関数として最初の時点において確定され得る。これに
対してクローズド・ループの戦略は，各時点で状態変数からのフィードバック
を含む制御｝レールの形をとる％我々は状態式として (1りのような一次式と，
損失関数として(2)のような二次式を想定して，オープン・ループのナッシュ均
衡戦略を導出し（第2節），その時間整合性について考察し（第3節）5), そしてニ
国間政策連関モデルヘの適用例を示す（第4節）。
次にシュタッケルベルク戦略について概説しよう。いま第 2主体の制御する
戦略リ2を第 1主体が与件として受け止めて， 自分の損失関数ムを極小化す
るように戦略巧を決める時に， 第2主体はその巧の決定方式を明確に認知
して自己の損失関数ムを極小化する戦略を採用するものとしよう。この場合
には第 2主体はリーダー(leader)として自分の戦略 lzを最初に宣言して，それ
に対する第 1主体の反応の仕方を観察する。第 1主体はフォロワー (follower)
として，与えられた lzに対応して一つの戦略 l/1を決めるので，（附，％）の組が
出来る。別個の％に対応して新しく l/1が決まり，かくして成立する（巧， lz)
の組の全体をフォロワーの反応集合と呼ぶ。その集合内における或る一組の
侶*,l2*)が他の如何なる組の（％均）に対しても
L2伍*,lz*) :C:L2伍，心 (6) 
の関係を充足する時に， (11*, 12*)は第2主体をリーダーとするシュタッケル
ベルク戦略であると定義される。もし現時点の状態変数を追加的情報として両
主体が取得するならば，その戦略はクローズド・ループのシュタッケルベルク
戦略であり，そうでないならば，ォープン・ループのシュタッケルベルク戦略
であると言われる 6)。本稿ではナッシュ戦略の場合と同様の関数形を想定し
4)クローズド・ループ戦略のフィードバック制御ルールは離散時間動学ゲームにおいて
分析する方が理解し易い（村rl(1985)を参照）。
5)戦略系列の時間撒合性の定義は第3節にて与えられる。
6)シュタッケルベルク戦略のクローズド・ルーフ゜解とフィードバック解は微妙に違って
いるが (Cruz(1975), p. 342を参照）， 我々は両者を同義に扱う。離散時間動学ゲ
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て，オープン・ループのシュクッケルベルク戦略を導出して（第5節），その時
間非整合性を示し（第6節），ついでそれを時間整合的戦略へ改修する（第7節）。
最後にそれを二国間政策連関モデルヘ適用する（第8節）。
なお計算の簡単化のために，本稿での状態変数と制御変数はスカラーである
が，このことは問題の解明に妨げとはならない。
2. 一般形ナッシュ戦略
本節のナッシュ戦略の枠組みでは，次節以降の特殊な関数形に縮小可能な比
較的一般性をもつ関数形が想定される。状態方程式として (1')を採るが，これ
に定数 Cが加わって
え=ax+b必 +b必 +c
であっても，
y==x―c/a 
と置いて， yを新しく状態変数と考えると
少=ay+b必 +b必
となるから，最初から
(7) 
(8) 
(7') 
ぇ(t)=ax(t) +b,u, (t) +b2u(t) (9) 
を状態方程式と想定しておく。ただし＄は状態変数， u;(i=l, 2)は第 i主
体の制御変数で， これらは連続時間 tと共に変化する。そして X の変化率
(dx/dt)を土と表し，係数の a,b;(i=l, 2)は定数である。 (9)式は一次元で
の状態空間形式 (state-spaceform)を成す°。また X の初期値はダ。と与えら
れている。すなわち
ームにおけるシュタッケルベルク戦略のフィードバック解は村田 (1985)に詳しく解
説されている。
7)一般的な状態空間形はx=Ax+Buと表され， X は n次ベクトル， U は m次ベク
トルである。 (9)式は n=1,m=2の場合である。 Miller-Salmon(1985 b)は一般的
状態空間形を想定して我々と同様の分析を行う。
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x(O)=X。 UDl
第 i主体の異時点間損失関数として， (2)式より複雑な次の形を想定しよう
(s;, q;, r;, pは非負の定数）。
1 00 
L;=廿。[sぽ+q心ーが+r;(uげ醐］だdt Ul 
ここに P は時間割引率で，これが大きい程遠い将来の損失の現在価値は小さ
くなる。元は Xの望ましい水準で，“がえより乖離する大きさの二乗に q;
のウエイトを付したもの， 制御変数の合計値の二乗に r;のウエイトを付した
もの，およびェの変化率の二乗に Sのウエイトを付したものが各時点での損
失を構成する。これを現在値へ割引き，初時点0から無限の将来までにわたっ
て集計した総価値がUlの損失関数の内容である8)。
さて(9)とUDlの制約の下にUりの関数を極小化するような制御変数約を各 i(=
1, 2)について導出するに際して， 各主体は相手の制御する戦略(3)を認知しな
いという（オープン・ループの）ナッシュ戦略を得る必要条件は下記の通りで
ある9)。各 iについてハミルトニャン H;
1 H戸一[sぽ+q心ーが+r;(uけuが］＋か（仰+b1u1+b必） U2l 
2 
を定義し（ただしかは補助変数），
d(P面 pt) a(H;e-P') 
＝ dt ax 
〇＝警 Ci=l, 2) 
および横断条件
(i=l, 2)・. U3} 
閥
limp面 P1=0 (i=l, 2) [5) 
I→OO 
が(9),UO)と共に成立することである。 U2)式の中の公を (9)で代替して， U3l式を
整理すると次のようになる。
-A= (s;a2+q;)x+ (a-p)p;+s;ab1u1 +s;ab2u2一ぇq; (i=l, 2) U6) 
同様にU4l式を整理して次式を得る。
1 
8)正確には集計された現在値の半分であるが，ーは後の計算の便宜のために付されてい2 
るに過ぎない。
9) Starr-Ho (1969)および Murata(1977), p. 344を参照。
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O=s1ab1x+b必+Cs1釘＋れ池+(s1b必+r1)U2
O=s2ab2x+b必 +(s2b必＋乃）Uげ (s2射+r2)U2
(17a), (17b)の両式を U1,U2について解くと
(17a) 
(17b) 
「]= 1 [ _aD b1(sぷ +r2) -b2Cs砧 +r1) X 
u, (b,-b,)D -aD -b,(, 砧 +r,) b,C, 討 +r,)][::] um 
となる。ただし Dを次のように置く。
D==s1b1r2-s必r1 U9) 
(9)とU6lから成る三式は， US)を代入すると連立一次微分方程式の体系に書き換え
られる。すなわち，
――???
? ? ?
――?
??
――??
?
?
＿
―
?
?
? ?
?
叫叫[•
??
ゎ
??
??
? ?
??
?
????
―?
?
―
?
??
??
?
―
???
??
?
?? ??
??
?
?
?
?
??
?
?
??
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?
? ? ? ? ? ?
? ?
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???
?ー
??
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――?
― ― ?
――
＝
?
＿ ＿ ?
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?
． ?
――?
体系(20)の特性方程式は
O+a-p) (A2-pA-rp) =O 
と整理できる。ここに次の想定を置こう。
rp==(q1b1乃一q2bか）ID >O 
かくして特性根は
入1=p-a
1 A2=-(p-i/が十4rp)<O
2 
1 
入3=-(p+i/亨）>P 
2 
となり，各根に対応する固有ベクトルは順に次のように算定される。
38 
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［臼H今l[三H:唸号：］［三H:喜三：:j ~ 
更に(20)式の非同次項に対して特解｛え， 0,O}を求め， (20)式の一般解を次のように
表す。
[:I!J哀・,t:J砂;'+[ :i (25) 
最後に横断条件(15)と初期条件(10)に配慮して(25)式の aj(j=1,2. 3) を決める。
(24)を(25)式へ代入し， (10)の条件を用いると
幼 =a2十叩＋ぇ
を得，また As-P>Oと(15)を考慮して
as=O 
であり,(26)と(27)から a2が次のように決まる。
伶 =x。―ぇ
かくして t=Oの時の(25)式は， a::oを想定すると，
bぬ -q, +s,a-l2 p,(O) =a1— +(xo-x) 
b,r2 入s-a
加(O)=a1+(x゜―え）qz+s2a入2
入a-a
になり，従って a1は次の二つの表現を持つ。
Q1+S1a入2a1 =[P1 (0)- (xo X b1r2 
入a-a ）ー］b釦
Q2+s2a.l2 約＝か(0)- (x。―え）
入a-a
P1CO)または加(0)を任意に定めると，約が決定する。要約すると
a>Oの場合には
x(t) =(xo-え）e>-,1十え
(26) 
(2~ 
(28) 
(29a) 
(29b) 
(30a) 
(30b) 
(31) 
39 
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qけ s;a.t2
p;(t) =P;(O)e団＋（“゜ ―え） (e入•'-かり.ta-a Ci=l, 2) (32) 
と表される。
もし a:S:Oであれば， a1=0と置くので'(3加の代りに
p,(t) =.Cxo一え）止皇~e入•'.ta-a (i=l, 2) (3) 
になり， pi(O)とか(0)は一義的に決まる。 (3Uはこの場合にも妥当する。
オープン・ループのナッシュ戦略は (3U~(33lの {x(t),P1Ct), P2Ct)}を(18)式
の右辺へ代入することにより確定する。
3. ナッシュ戦略の時間整合性
オープン・ループのナッシュ戦略が時間整合的(timeconsistent)であるかど
うかを検討しよう。 Cohen-Michel(l984)によると，動学ゲームの各主体 iの
戦略の或る系列伽*(t)}t~O が，状態変数の系列｛が(t)} t~O に対応するものと
し，もしこのゲームを任意の時点 t=t。(>O)においてやりなおしてが(to)か
ら再出発したとすれば，そのやりなおした戦略がすべての iについて佃*(t)}
やtoIこ等しい場合にのみ；元の戦略伽*(t)}1:;:oは時間整合的であると言われ
る。 Cohen-Michel(l984)は多数主体の微分ゲームについて，第 i主体の損失
関数として下記の関の形を想定し， ナッシュ戦略の時間整合性を明らかにし
た。
L;=廿OO年（が+r;u;(t)2]dt2。 (34) 
これはnの関数においてぇ=p=Oと置き，がと他主体の制御変数を除いたも
ので，その結果，ナッシュ戦略は簡単な形になり，それの時間整合性が比較的
容易に確かめられる。我々は(34)の損失関数を用いて二主体のオープン・ループ
のナッシュ戦略を前節での手続きによって導出する（状態方程式は(9)を想定）。
この場合には(18)に相当する式は
40 
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Ci=l, 2) 
であり'(23)の特性根は
入i=-a
A2=-r 
炉=r==(a吐生釘＋匈社）究＞〇
r1 r2 
となり，従って(31)と(32)に相当するものは
x(t)=x゜e―” （幼=x(O): 定数）
p; (t) = _!j_ク (t)+ (p;(O)一年）¢―at (i= 1, 2) 
r-a r-a 
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(35) 
(36) 
(37) 
(38) 
である。 (38)を(35)へ代入すると，ォープン・ループのナッシュ戦略が次のように
確定する。
u;(t)=え竺/-y号（竺—p;(O))e―at (i=l, 2) (39) 
いま t=t。C>o)において同じ微分ゲームをやりなおして，
xCto)=x゜e―rt。 (37')
を t。時点での元の出発値とすると，新しい戦略は (39)において Xoをぷ(to),
tを t-t。,p;(O)を砂）で置き換えたものである。すなわち
U;(t)= 姶 j 此 0)e-r(t-to)+糾年(t。)-p;(to))e-a(ヽ— lo) (39') 
r;(a-r) 
そして (37')より得られる
x(to)e-Y(t-to) =xoe-Yt (37°) 
および(38)より得られる
砂）＝直邸）+ (P,(O)一年）e-ato (38') r-a r-a 
を(39')へ考慮すれば，それは(39)と全く同一になる。かくして(39)は時間整合的で
ある。
前節で我々の導出したナッシュ戦略 {u;(t)}t~o も時間整合的であることを示
すには， 任意の t=t。>oにおいて微分ゲームをやりなおした時の状態変数
41 
228 闊西大學「純清論集」第37巻第3号 (1987年9月）
x(t)と補助変数 p;(t)(i = 1,2)が，元の t=Oより出発した時のそれらに一
致することを証明すればよい。
t=Oより出発した時の x(t。)とかCto)は
x(t。)=(xo一え）e入が0十え
か(to)=p;(O)かり+(xo-x-qけ s;a,l2) (elがo-e入10)
As-a 
(31') 
(32') 
である。 toC>O)より再出発してナッシュ解を求めなおすと， t(>t。)時点にお
いては
x(t) = (x(to)一え）eho(ヽー lo)+え (40) 
q;+s;aA2 p;(t) =P;(to)ex•<ヽ—to)+ (x(to)一え） （必2(1-lo)-が（ヽ—lo)) (41) 
.t3-a 
となる。（船）と(4りの各式は，その中のx(t。)，p;(t。)を (31'),(32')で代替して整理す
れば，それぞれ(31)と(32)に帰着することが分かる。かくしてナッシュ戦略 U;(t)
はU8l式に示されているように， x(t)とか(t)の一次結合であるので，再出発し
た {U;*(t)}I述の系列は， t=Oから出発した元の系列 {u;(t)}、:2,0の上に重な
る。つまりこの元の系列は時間整合的である。
4. 浜田の二国間政策連関のナッシュ戦略
本節ではオープン・ループのナッシュ戦略が二国間政策問題へ応用される。
応用例として浜田 (1982)の第V章「貨幣政策連関の戦略分析」の付論「微分ゲ
ームとしての世界マネー・ゲーム」を取り扱う。それは二国から成る世界を考
えて，第 i国の貨幣市場での変動を
応
M;=冗ー U; (i=l, 2) 
と示す。ここに
42 
応＝第 i国の外貨準備増加額
冗＝各国共通のインフレ率
U戸＝第 i国の超過信用拡張率
M,=第 i国の貨幣残高
(42) 
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である。また
冗=w必 +CiJ2U2+G (43) 
の関係がある。ただし
叫＝全世界の貨幣残高 (M1+島）に占める M,の比率
R1 R2 
G=(科＋島）/CM: げ M2)=w1 + 玩呵石 (4) 
いま簡単化のために次の想定
1 
Ci/1=匹＝百， G=O (45) 
を置くので， (42)と(43)は第 t時点で次のようになる。
1 
Z;(t)=ー Cui(t)-u2(t)) 
2 
1 
冗(t)=ーCui(t) + u2 (t)) 2 
ここに Z;=応/M;と記し，更に
炉我1C=丸/M1)
(42') 
(43') 
(46) 
と表すことにすれば， (4)式に(45)の想定を置いて， Z2=一公となる。従って (42')
は
1 
x(t) =百(u1(t) -u2 (t)) (47) 
と書き換えられる。
さて第2国を基軸通貨国と想定し，その異時点間損失関数を
L2=~00[年（が＋上磁(t)2]e― P'dt
0 2 (48) 
とし，第 1国のそれを
L1=~)2が(t)2嗜S1i(が＋和(x(t) ーが]e―ptdt (49) 
としよう 10)。(43')を代入すると， (48)と(49)の関数は我々のUl)式に一致する（ただ
しq2=0)。
初期時点における第 1国での外貨準備と貨幣残高によって x(O).が x。と与
10)浜田の損失関数にはんの一次の項が入っていたが， これは今後の分析に本質的影響
を与えないので，省略された。 (49)式中の Xーえは第1国の外貨準備の目標との差を
表す代理項目である。
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えられたとして， (4加式の状態方程式の下で，各国は(48),(49)をそれぞれ極小化す
るナッシュ戦略を決めるであろう。 この場合は第2節の (9)式にて a=O,b1= 
1 1 
百，炉ーすとなっており， q2=0も考慮に入れると， UBlに相当するのは
叫）＝紅2ls2rJ-(い）か(t)+(い）P2Ct)] (50al 
叫）＝紺2ls2rJ-(い）か(t)+(い）加w]
であり'(23)の特性根は次のようになる。
ここに
A1=P 
1 i戸ー(p-,1が十4rp)<O
2 
1 圧ー(p+,I三）>P 2 
'P"= 
Q1r2 
S1乃十S釦
かくして'(31),(3)は次のものに帰着する 11)0 
x(t) = (xo一え）e叫＋ぇ
か(t)=(xo一え）生e叫
As 
拓(t)=O
そして浜田モデルに従って
r1=乃=1/2,s1=s2=2s, Q1=2q (s, q>O) 
(50b) 
(51) 
(52) 
(53) 
(54a) 
(54b) 
邸）
と置いて,(54)を(50)へ代入して整理すると，ォープン・ループのナッシュ戦略は
叫）= (1己）q(えー Xo)
s P+Vが+2q/s
e入●t (56a) 
叫）= U1 (t) (1-+) / (1 +¼) (56b) 
となる。ぇ>x。の時には U1(t) は正値で減少し続け，その減少率は
U1 1 -=..l2=-(p-i/が+2q/s)<o
U1 2 
であり，これは U2,P1, Xーえの減少率と同一である。
11) (54b)の導出は (3Qa)=(30b)を考慮した。
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5. 一般形シュタッケルベルク戦略
さて二主体のうち第2主体のみが第 1主体の戦略決定方式を知っている時の
シュタッケルベルク解を，第2節での一般形の損失関数Ulを想定して導出しよ
う。第 1主体がフォロワー，そして第2主体がリーダーとして，共に(9)とUO)の
状態変数に関する情報を有して， Ul)の損失関数を極小化するオープン・ループ
戦略を得るための必要条件は下記の通りである12)。第 1主体についてはナッシ
ュ解と同ーであり，ハミルトニャン H1
1 
Hi=-[s, が十q心ーが+r1(Uげ U2)2]+か(ax+b必 +b西）2 
を定義し（公は(9)式で代替），
d(P1げ） a(H1e-P1) 
- = 
゜
dt ax 
8H1 ＝ー=s1ab1x+b必+(s如 +r,)u1+ (s1b必+r1)U2au1 
1imP1e―P'=o 
t→OO 
が成立することである。 (59)は次のように書き換えられる。
炉＝ー (sぷ+q心 +(p-a)P1-s,ab必ーs1ab必＋ぇq,
(58) 
(59) 
(60) 
(61) 
(59') 
第 2主体のハミルトニャン比は(9),(59')および(60)を含むが，予め(60)より約を
u1 = -(s1ab1x +b1P1 + Cs1b1b2十r1)u2)/(s1b12十r1)三 U1
と求め，比を次のように定義する13)0 
1 
H戸一[s2(ax+b1u1+b西）吐Q2(Xー え）吐乃(u1+U2)2]+加(ax+2 
(60') 
b1u1 +b2u2) +p3[ -(s1a2+q1)x+ (p-a)P1 -s1ab1u1 -s1ab2u2J (62) 
U1に (60')を代入した後の比について，
12) Simaan-Cruz (1973)および Murata(1977), p. 344を参照。
13) Simaan-Cruz (1973)による出は次のようになる。
1 H2==—[s炉十q2(か→か＋乃（佑十約）2J+P2え+Paか+P.C8Hi/8約）2 
ただし公は (9)で，かは(59')で， aHi1a約は(60)でそれぞれ代替される。この H の中
のp.の存在が解の導出を困難にする。•
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d(P2e―pt) acH: 牙 pt)
- = dt ax 
d(Pae―Pl) 8(H: 硲＂）
- dt = ap1 
゜
8H2 ＝ au2 
limP2e-P1=0 
t→OO 
加(O)=O
がすべて充たされることが必要である。
F==s2が+s12r2b12
(63) 
(64) 
(65) 
(61') 
(6) 
(67) 
と置いて， (65)より次の関係を得る。
U戸 (bこ恥[aFx十射(s1乃ーs2r1)か+r1(r1+s討）(P2-as1加）] (65') 
そして(63),(64)を整理して(65')を考慮すると，
Pz=-qzx+p_加+q必＋ぇQz
Ps= 
..:.bi2s2r2 b12s1r2 as2が
F か+ F 加+ F 加
が導出される。また(60')へ(65')を代入すると，
1 . 
u1 = [aFx+b1Pか+r1Cs1b必+r1)CP2-as1Ps)] (60°) (b2-b1)F 
を得る。そして(9)式， (59')式へ(60°)と(65')を代入して整理するとそれぞれ次のよ
(63') 
(64') 
うになる。
-1 
公＝一[s山射Pげが(P2-as必）］F 
???????
↓↓?
．?
?
?
?? ?
?
?
?
ぇ? ――?
???
?
?
?――
?
?
?? ?
?
?
?
?
?
?
?
? ??
?
?
?
????
??
?
＿?
?ー
―＿
?
?
?
ー
?
??????
? ?
?
?
?
?
?
?
?
? ?
?
（
? 。。
??
?
ょ ―ぉ
?ー
??，??（，????
•Pl, 
???
? ?
•Pa 
•Pl 
?
(68) 
(69) 
『0)
{70)についての特性方程式を整理して間を得る（ただし入は特性根である）。
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0=(えー p)2,'!2-(,'!-p)ぇR/F+Q/F
ただし
Q=q品兄一q2ar12(p-a)
R=2q1s1r2肝+q2が一as2が(p-a)
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(Jl) 
?
?
???
と置く。『1)に根の公式を適用して
J.(,l-p) = (R-(K: げ十4r釘 (q裕,-q函）K況）/(2F)==C1 (74a) 
え(,l-p)=(R+(K: げ十4r釘 (q袋1-q心）K閃）/(2F)==C2 (74bl 
を得る。ただし
K==(q; +as;(P-a))が
である。かくして(70)式の特性根は
l1=(p-i/炉十4C1)/2
l2=(p+i/炉十4C1)/2
la=(p-i/炉十4C2)/2
入4=(p+ -V炉十4C2)/2
と導出され，特解を加えた『0)の一般解は
(i=l, 2) (75) 
(76) 
X (t) K。jl 「え
釦(t) 4 知 。
=J~=l a; eXJ'+ 
P1Ct) 知 Io 
加Ct) 知 J L o 
(7) 
となる。ここに {k。;,ka;, klj, k2;)は朽に対応する固有ベクトルである。いま
Cぷ0,C2>0 
と想定すると，
入160,入2;;;P,As<O, 心>P
閥
(79) 
となり， (61)または(61りの条件のために(7)において a4=0でなければならない。
故に
koi=l 
とおくと， (7)より
(j=l, 2, 3) (80) 
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3 
x(t) =I:: a投>-;t+え (BU
i=l 
が得られ，また
3 
p;(t) =I:: a;k;;eザ (i= l,2, 3) (82) 
i=l 
となるが，特に加について(6)の初期条件が充たされなければならない。すな
わち
加(0)=a1ka1 +a2ks2+askss=O (6') 
また x(O)の初期値はUO)で与えられているので， (BUより
Xo=佑 +a2+aa十え
となる。いま仮に加(0)を任意に与えると
加(0)=a1k21十叫知+aak2s
(81') 
(82') 
を得るので， (66')・(81')・(82')を用いて％叫， agを決定する。かくして x(t),
p;(t) (i = 1, 2, 3)の行動式が確定し，これらを(65')と(60H)へ代入することによ
り，シュクッケルベルク戦略 u2Ct)と U1(t) も確定する。
6. シュタッケルベルク戦略の時間非整合性
前節で求めたオープン・ループのシュタッケルベルク戦略が，第3節で定義
された時間整合性を備えるか否かを検討しよう。 Cohen-Michel(1984)は(34)の
損失関数を想定した場合において，この戦略が時間非整合的であることを明ら
かにした。この場合にはt/0)に相当する連立一次方程式は(83)のようになり，『6)に
相当する特性根は(84)のようになる。
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柘 ゜a ゜釘/r1 Pa か -qi ゜-a ゜Pi か -q2 Qi ゜-a P2 .l.1=-r 
1 入2=[a吐Aげー(A2-VA社十4A1A2)J½==r2 
(83) 
(84a) 
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J3=-6 
1 J4=[a吐Aけー(Aけ ,IAi十4A1A2)]垢畔2 
ここに
A1=Q1釘!r1>0,A戸 q起/r2>0
とおく。この時
入a<A1<0,O<A2<A4 
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(84b) 
(85) 
(86) 
の関係があるものと考えられ，従って(81)と(82)に当たる式はそれぞれ次のように
なる。
x(t) =a1e→ t +aae-at 
p;(t) =a1k;1戸‘＋叫isB―at (i=l, 2, 3) 
そして初期条件UO}と(6)を充たさなければならないので，
“゜=x(O)=a1 +a8 
O=Ps(O) =叫ks1+askss 
より a1と asが
a1 =kssXo/Ckss-ks1), as=ks1X。/(ks1-kss) 
と決まる。ここに加 (i=l,2, 3;j=l, 3)は
ku 
ql 
, k21= 
q2(l -B) -A1k21 ＝ r-a 2(r-a) , ks1= q1(r+a) 
知見，k2s=q2 (1 + B) -:-A1k2s 2(6-a) , kss= q1(il+a) 
と算定され (B==V1+4Ai/A2),(9該を(9Uへ代入して
??
??
(91) 
(92a) 
(92bl 
. (B-l)xo (B+l)x゜
a1 = 2B , aa= 2B 
となる。 (92)と(93)を用いて，シュクッケルベルク戦略は次のように確定される。
(93) 
U1(t)=―：以呵阿げ＋化；¢―at) (94a) 
叫）＝唸（竺」叫—-yt_『;)2 げ） (94b) 
いま t=t。C>O)において同じ微分ゲームをやりなおすと，その時点での“
の再出発値は
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巡）＝嘉((B-l)e→t。+(B+l)e-810) (95) 
であり，新しい戦略は(94)において Xoを以to),tを t-t。で置き換えたもので
ある。すなわち
U1(t)=―“盆竺（口6-r(t-to)+記e-8(t-to)) (94'a) 
x(t。)b2q2 (B-1)2 
u2(t) = 4Br2 ( 
(B+l)2 
r-a e→ <t-to) + . B-a e-a<t-to)) (94'b) 
(94')式の以to)へ(95)を代入した時， (94')が(94)式へ戻るための必要十分条件は
O=r (96) 
であることが判明する。しかし (84)における Ai2+4A1A2は正値であるので(96)
の条件は充たされない。かくして{94)のシュクッケルベルク戦略は時間整合的で
はない。
闊と同様の論理を使うと，第5節における一般形のシュタッケルベルク戦略
が時間整合的であるためには， (J6)における特性根のうちで(81),(82)に表れるもの
がすべて相等しいことが必要である。しかしこの条件は(J9)に鑑みて充足されな
いであろう。そこで時間整合性を充たすようにするには別の条件を考慮しなけ
ればならない。
シュタッケルベルク戦略が時間非整合的となる主たる原因は，任意の再出発
時点 t。において次の条件が充たされなければならないことである 14)。
加(t。)=O (6") 
この条件は再出発後の a1と西の新値として'(93)の中の x。の代りに x(to)
を入れたものとするので， (94)にて表される戦略 U;(t)の中の x。も xCto)で置・
き換えられ， t。以降の佑系列はその変化に応じてシフトする。このようなシ
フトを生じさせない方策が，一般的シュタッケルベルク戦略についても不可欠
なのである。
14)この点を最初に指摘したのは Buiter(1983)である。
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1: 時間整合的シュタッケルベルク戦略
補助状態変数加についての条件(6)が時間非整合性をシュタッケルベルク戦
略に賦与することを明らかにしたが，れはリーダーがフォロワーの補助変数
かの変動形態(59')を認知することを想定して，かに付けた補助変数であって，
それに基づいてリーダーが自己の損失を極小化する戦略を選択する結果， (6)の
条件が必要とされた15)。
Buiter(1983)は当面のゲームを各時点において再出発させる場合を考えて，
すべての tについて加(t)= 0と置いたが， この時には(64)の条件は無効とな
り，結局においてナッシュ戦略にに帰することになる。そこでCohen-Michel
(1984)は， リーダーがかの変動形態(59')を認知することは出来ないで，代りに
P1 (t) = 0x(t)・(97) 
という形態を仮想するものと考える 16)。ここに0はリーダーには未知のパラメ
ータで，体系と矛盾しないように決める。リーダーがフォロワーについて正確
な情報を持つのは U1の反応式(60')のみであると想定される。ただし(60')の中の
かは (97)で代替されている。すなわち
u1 = -(b1(s1a+0)x+ (s1b1b2+r1)u2)/G 
ここに Gは次のように置かれている。
G=s討 +r1
(98) 
(9) 
上述の Cohen:..Michel (1984)の考え方によって我々の一般形シュタッケルベ
ルク戦略を改変すると， (62)の比の代りに
1 H戸百[s2Caぉ＋知+b2如 +q心ーが+r2畑＋釧］＋加（叩+b必＋螂）
(62') 
について， (63)と(65)が成立しなければならない (61')の横断条件と共に）。 (62')へ(9別
15) Miller-Salmon (1985a)の説明に沿う。
16) (59')はそのままの形で体系内に存続する。
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を代入して出を X,U2および加のみで表現した後に， (65)の条件を展開して
-1 
u2= [(aF+Ob12(s1乃ーs2r,)泣+r1Gp』 (10) (b2-b,)F 
を得る。ここに Fは (6りに与えられたものと同じである。また新しい比に
ついて03)の条件を展開し， (10)も考慮に入れると，次式が導出される。
如ー(q叶炉b'.芦）x+(P+ Ob,;1r2)Pけ拓 (101) 
ところでリーダーの制御対象外の状態方程式(9)とかの変動式(59')において
は，フォロワーの戦略 U1は(60')の形をとるが，その中に含まれる U2はリー
ダーが選んだ(10)の形をとるであろう。 (60り式へ(10)を代入すると，
約へ—b1 (a+ l 0射Cs,乃ーs2r,)(s,b必＋れ） b, r,(sああ十r,)FG)x-Gか+ (b心）F 加 (102)
となる。 (9)式と(59')式へ(102)および(10)を考慮することにより，それぞれ次のよ
うになる。
-Obi2r1(s1乃ーS2Y1) b12 が
か= FG Xー でかーア―P2 (103) 
??
?????
?
??．?
――?
?ー
?。
??
?
ぇ
?ー ?
?
ぇ
?
? ―
??
?
?
??
2'
成—―
?
?
??
?
?
?
?
?
?
? ? ? ? ? ? ?
?
? ??
?＿
? ? ?
?
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?
?
? ? ?
?
?
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??
???
?
???
?
?
?
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?
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?
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〔I〕p=Oの場合の特性方程式は次のようになる。
O=i汗
ar1-8b12 がq2 射q1 82bi2r1r2s1Cr1G+がCs1乃ーS2r1)) ()釘as2が
万戸炉―[下＋で十 F2G + FG } 
蜘 S1乃r Oar1 (s1ん一s2r1)) ar12 02砂 r2
＋貪厨 F ―y-(q2+ F) (106) 
17)形式的に言えば， (9),(59'), (101), (60)および(10)から成る元の体系を縮約したものが
(105)である。元の体系は Miller-Salmon(1985b), p. 210の体系閲に相当する。
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〔I〕a=Oの場合の特性方程式は次のようになる。
239 
8b12 ・ p8bi2 がQ2 印Q1 炉bふ乃s1(r1G十射(s1r2-s2r1))・
G [で―-7―—で—― F2G ].t 0=..l3-(2P+一）だ＋が＋
塔(P+亨）(qサ成（炉―s2r1))+~(qz+ 82~ 炉r2) (107) 
〔皿〕 Cohen-Michel(l984)が用いた損失関数(34)を想定した場合の特性方程式
は次のようになる。
〇＝匹(a-ぞ）だー (a2+Bけ B況ー (a吐 B1)(aぞ）一aB2 (108) 
ただし
恥亨>O (i=l, 2) (109) 
これらのうちで比較的簡単な(108)について，その根 A;(i=l,2, 3)を検討し
よう。この時
8b12 
Ai凸＋炉＝可―a (10a) 
i山+i必+i山＝一(a吐 B1+B2)<0 (10b) 
屈必=(a吐 B1)(a
8b12 -ri) +aB2 (10c) 
となるので，三根は同符号をとらない。いま入1と Azが横断条件(6りまたは(61')
を充足すると仮定して， A;に対応する固有ベクトル {1,kが知}(i=l, 2)は次
のように求められる。
k2, ―Q1 ・= a十ふ
ks,=―( 乃 Q1bi2 -i,+a)= Q2Y1 b社r1(a+i,) O射ーr1(a+i,)
この知の第二等式を充たすように 0を確定すれば，
(11a) 
(11b) 
f}に依存するふも決ま
り， k21と知は上に示された(11)によって決定する。また .l1のみが前述の
横断条件を充足する時には， (97)を考慮して，
O=k21 = -qi/Ca+ゆ (12) 
が成立しなければならない。 (12)において A1が 0の関数であるので, (}をこ
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の式から確定するには一考を要する18)。
かくして〔皿〕の場合においては， {x,Pi, P2}の一般解は次の形
［三l~..~},• +•{:'.}心t (13) 
または(13)にて右辺第二項が消去された形となる。ここに a1(およびa2)は初期
条件UO)Cおよびか(0))によって t=Oの(13)式を充たすように決められる。 (13)
を U1式(102)と U2式(10)へ代入すると時間整合的シュタッケルベルク戦略が
得られる。
〔I〕や〔n〕の場合についても上述と同様にしてシュタッケルベルク解を求め
ることが出来るが，いま元の(105)の体系の一般解の形を与えておこう。
[~~f··t:lが"+•,~::l戸＋［―；•]M+:-a
ここに
M= (p-a)Q2がG+q討 (pF+0射S1乃）0b12れ((}乃+p(s1乃ーS2r1))
N= Q10射s2r2-(P-a)Q2r1(s,r2-s2r1) r1(0乃十p(s1乃ーs2r1))
(14) 
(14)式右辺の第三項は特解であり， Aiと A2は横断条件(6Uまたは (61')を充たす
特性根を示し，各根に対応する固有ベクトルは
知＝ん（ふー p)FG-0釘01F+Or,r2+Pr1(s,r2-s2バ））一qがG釘((}がsirけ (p-J;)F) (115a) 
知＝
{12釘S2乃+q2F
(j杞s1r2+(p-J;)F (115b) 
となる (i=l,2)。もちろん〔I〕の場合には(14)と(15)において p=Oと置き， ま
た〔1I〕の場合には (14)において a=Oと置かなければならない。 もし A1=A2
（重根）であれば， (14)の一般解は微分方程式の重根の場合のそれとなるので，
18) Miller-Salmon (1985b)は p.211において， ャコビの方法または非線型リカッチ
方程式の適用を示唆する。
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次のように表される19)。
[:>>):]~(a, +a/) [~:l四+[~J
ただし
元== Mぇ正―qiえ，如= Nぇ
M+p-a'M+p-a M+p-a 
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(14') 
(116) 
(14)または(14')における a1とa2は初期条件によって決まる定数である。 (14)
におけるそれらは，
［］＝［＿乞―:]し:~~ ~pJk22~k21 (17) 
となる。ここに Xoは x(t)の初期値 x(O)を示す。また(14')における alと
a2は下記の通りである。
～ 
a1=xo-x 
a2=(x(l)-x)e―入1-al
(17'a) 
(17'bl 
以上のようにして(14)または (14')の式が確定すると，これらを約式(102)と
約式(10)へ代入することにより時間整合的シュタッケルベルク戦略が得られ
る。この戦略の方法を浜田の二国モデルに適用することを次節で考えよう。
8. 浜田モデルの時間整合的シュタッケルベルク戦略
第4節で説明された浜田の二国間政策連関モデルについて，時間整合的シュ
タッケルベルク戦略を求めるには，前節での〔I〕の場合に
1 1 
q2=0, b1=百,b2=ー 百 (18) 
および(5)の数値，つまり
1 
r1=乃＝百， s1=s2=2s, q1 =2q (5) 
19) .l.1-p<Oであるので， feC>.,-P)fは時間 tが大きくなると tについての減少関数で
ある。
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を代入すればよい。この時，特性方程式(107)は次のようになる。
Q=,13-(2P+z(l~s)住＋（が十2c!!s) ―士—4s(~2+s)2) 入
+ (p+ {})_g_+ p()2 
2(1+s) l+s 4s(l+s)2 (19) 
またこの時には (16)での特解ベクトルの要素は上から順に次のようになる。
- 2qs(2p(l +s) +0)ぇ
x= 
2qs(2p(l +s) +0) +硬
P1= -qむ＊qs(2p(l +s) +O) ="Pi* 
Pz=-s. か＊弓加＊
="X* 
. (19)式の特性根を計算するために
1 
s=l, q=2, p=百
と想定すると，その式は
0=.<3-(い）炉→(『-い）バ(『+20+4)
となる。まず最初に
0=2 
と置いて(12)式の根を求めると，
-<1=-0.866 (重根）
入s=l.5 
(120a) 
(120b) 
(120c) 
(121) 
(12) 
(123) 
(124a) 
(124b) 
を得るが， Asは横断条件(61)を充たさない。従って当面の体系の一般解は(14')に
なる。いま(15)において(18)と(5)を想定すると
k2;= 
4(1 +s)2が一2(1+s) (8+2p(l +s))1;-s()2 
8+2(1 +s) (p-1;) 
ka;= 8+2(1 :s) (p-1;) 
(125a) 
(125b) 
となり，更に(125)へ(121)• (123)• (124a)を代入すると，入1に対応する固有ベクトル
の要素が次のように算定される。
k21 =2. 928, ka1 =O. 536 
また(121)と(123)を(120)へ代入して特解を
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{1, -1, 8 1}戸
と確定し， (17')より
8 
a1 =:= Xo-―ぇ， 
a2=2. 377x(l)-x゜―1.224ぇ
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(127) 
(128a) 
(128b) 
を得る。 (124a)·(126)• (127)を(14')式へ代入して，当面の数値例による {x,Pi, P2} 
の時間整合的シュタッケルベルク解は
［：ぷ:}(・三/)[::f・" +[-:]ふ
と求められる。ただしここでの q と的は(12S)の値をとる。
次に(123)の代りに
8=-2 
と置いた場合には(12)式の根は
-l1 = -0. 952 
入2=0.097 
入s=l.355 
(129) 
(130) 
(131a) 
(131b) 
(131c) 
となり，このうち /43は横断条件(61)を充たさない。従って一般解は (14)の形を
とる。 A1 に対応する固有ベクトルの要素は(125)へ(121)• (130)• (131a)を代入して
k21=2. 7q7, ks1=1.05 (132a) 
と算定され，同様にして Azに対応する固有ベクトルの要素は次のように求ま
る。
k22=9. 923, ka2= -10. 309 (132b) 
また(121)と(130)を(120)へ代入すると特解の全要素がゼロとなる。以上のことを(17)
ヘ考慮すると
a1 =1. 385xo-0.14か(0)
四=0.14か(0)-0.385x。
(13a) 
(13b) 
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が得られる。かくして {x,P1; Pz}の時間整合的シュタッケルベルク解は次の
ように表される。
，?? ? ????????????
ー
?
?，?。?
?? ?
?
?
?
?．．?
??
??
?
??
??
――
??
?
?
??
??
?
。
??
?。
ー
?（
?
??
――?
?
?
? ?
?
?
?
．．?
???
?
―
??
?
?
? ?＿ ―
?
―
??
??、 ?
?????
?
??
ーー
?
???
(134) 
時間整合的シュタッケルベルク戦略は
1 
U1 (t) = --P1 (t) 2 
= -1. 379a1e-0・9521 -4. 962a紺.0971
1 
U2(t) =百P2Ct)
=0. 525a1e-0・9521 -5. 155a咳゜ .0971
(135a) 
(135b) 
と導出される。ここに alと a2は(13)の値をとるものとする。
最後に注意すべきは，我々が(123)または(130)において先ず 0の値を想定し，
それに基づいて(129)または(134)の解を確定したことである。 0を全体系の中で
l1や知，枷と同時に決定することが望ましいけれども，これは残された問題
である。
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